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Rezumat

In ultimele decade domeniul teoriei controlului a fost la interfata dintre
creativitatea matematica, inginerie si informatica. Scopul teoriei controlului
este sa ajute la intelegerea principiilor fundamentale ale controlului si sa le
caracterizeze matematic intr-un mod ce poate fi folosit pentru obtinerea
exacta a unor controale capabile a sa indeplineasca un scop precizat.

Aceasta teza igi propune sa studieze probleme de controlabilitate ale
unor ecuatii cu derivate partiale. Astfel, in timp ce Capitolele 2 si 3, abor-
deaza proprietati calitative ale controlului ecuatiilor caldurii i respectiv
undelor cu potential (controlabilitatea in timp optimal gi marginirea normei
controlului in raport cu potentialul), in Capitolele 4 gi 5 scopul este de
a asigura convergenta schemei de aproximare. Metoda de baza utilizata
de-a lungul acestei teze este una clasica, prin care se reduce problema de
control la o problema de momente a carei solutie este data de un sir bior-
togonal la o familie de functii exponentiale. Vom da pe scurt o prezentare
a acestei metode. Fie (\,), € C familia de valori proprii ale operatorului
nemarginit corespunzator problemei noastre. Cu ajutorul dezvoltarii in serie
Fourier a solutiei, problema de controlabilitate se reduce la a gasi o functie
v € L%(0,T) astfel incat, pentru fiecare n,

T -
/ v (t) eMtdt = ay,, (1)
0

unde (@), este un sir de numere complexe dat de data initiala pe care vrem
s-o controlam.

Problemele de tipul (1) sunt cunoscute sub numele de probleme de mo-
mente. Solutiile acestor probleme pot fi construite cu ajutorul girurilor bior-
togonale. Intr-adevir, daci (01m)m este un sir biortogonal la familia de functii
exponentiale (e*!),, in L? (—Z, L), atunci o solutie v a problemei (1) va fi

259
data de

v(t) = Z&ne_X"%Hn (t - Z) (t € (0,T)). (2)

Obseram ca expresia din partea dreaptda a relatiei (2) este, in principiu,
formald. Pentru a ariita ci aceasti expresie are sens in spatiul L? (0,7)
trebuie s& demonstram intai ca exista un sir biorthogonal (6,,),, la familia
(e’\”t)n in L? (—%, %), evaluim acest sir biortogonal in norma L? si con-
T T

cluzionim ca seria este convergentd in L2 (—5, 5) folosind, de exemplu,



criteriul de convergenta absoluta. Aceiasi pasi trebuie urmati chiar dacia
suma din (2) este finita, dar avem nevoie de evaluarea in norma L? a con-
trolului v. Acesta este cazul problemelor in dimensiune finita provenind din
discretizarea ecuatiilor cu derivate partiale.

In continuare prezentam pe scurt continutul si rezultatele principale din
fiecare capitol.

In Capitolul 1 sunt prezentate unele notiuni si proprietati cunoscute,
cum ar fi giruri biortogonale gi familii Riesz, care vor fi folosite pe tot par-
cursul acestei teze. Cel mai important rezultat aratd cum putem obtine un
sir biortogonal (6,,)n>1 la un sir de vectori (fp)n>1 din spatiul Hilbert H
care verifica

2
CZ|an|2 < Zanfn , (3)

n>1 n>1

pentru orice sir finit (ap)n>1, unde C' este o constanta pozitiva.
Mai mult, evaluim norma acestui gir biortogonal in raport cu constanta C
care apare in (3) si aratam ca urmatoarea estimare are loc

2
S bt < &5 D Ibul” (4)

m>1 m>1

pentru orice sir finit (by, )m>1.
Acest tip de estimari este foarte util, de exemplu, pentru a evalua norma
solutiilor problemei de momente, precum cea data de (2).

Capitolul 2 intitulat Time optimal control problem for the heat
equation in a ball se bazeaza pe lucrarea A time optimal boundary con-
trollability for the heat equation in a ball scrisd in colaborare cu S. Micu
[18] si publicata in Proceedings of the Royal Society of Edinburgh. In acest
capitol, studiem problema de control in timp optimal pentru ecuatia caldurii
in bila de dimensiune doi. Mai precis, consideram ecuatia caldurii

0z
ot

cu conditii initiale si pe frontiera

(x,t) = Az(x,t) for (z,t) € Q x (0,00), (5)

z(z,t) = u(x,t) on T x (0,00), (6)

z(x,t) =0 on (OQ\T) x (0,00), (7)



z2(x,0) = zo(z) for x € Q, (8)

unde Q = {(z,y) € R? | 22 + y?> < 1} C R? este bila unitate si T' este o
submultime nevida deschisa a frontierei 0.

Este gtiut faptul ca sistemul dat de (5)-(8) este nul controlabil in orice
timp 7 > 0, adica pentru orice zg € H~1(Q) exista un control v € L?*(T" x
[0,7]) astfel incat solutia corespunzatoare sistemului (5)-(8) verifica

z(+,7) =0. (9)
Dat M > 0 definim multimea controalelor admisibile prin
Upg = {u e LI x [0,00)) | |u(z,t)] < M ap.t. (z,t) €' x[0,00)}.

Pe de alti parte, pentru fiecare zg € H (), definim multimea starilor
atinse din z astfel

R(z0,Usq) = {z(7) | T > 0 gi z este solutia sistemului

(5)-(8) cu u € Upq} -

Pentru zo € H1(Q) si 21 € R(z0,Usq), problema de control in timp
optimal asociatd sistemului (5)-(8) consta in determinarea unei intrari u* €
U,q astfel Incat solutia corespunzatoare z* a sistemului (5)-(8) satisface

Z*(T*(Zo, 21)) = 21,

unde 7*(zp, z1) este timpul minim necesar pentru a duce data initiala zg la
data finala z1 cu controale in U,

7*(20,21) = uierg{fd{T | z(+,7) = 21, z este solutia sistemului (5)-(8)}. (10)
Studiul problemelor de control in timp optimal pentru ecuatii cu derivate
partiale a Inceput In anii saizeci si progresele inregistrate apoi au fost ra-
portate succesiv in cartile lui Lions [12] si Fattorini [5]. Cele mai multe din
problemele studiate s-au axat pe operatori de control inversabili si numai in
ultimii ani operatorii de control nemarginiti au fost luati in considerare. In
lucrarea [15], existenta, unicitatea si proprietatea de bang-bang pentru con-
troalele pe frontiera in timp optimal ale ecuatiei caldurii au fost demonstrate
in cazul domeniilor rectangulare. Strategia a constat in a arata ca o inegali-
tate de observabilitate pentru solutiile ecuatiei caldurii cu un numar finit de
moduri si o estimare atenta a costului controlului corespunzator permit apli-
carea metodei Lebeau-Robbiano [10] si rezolvarea problemei. Acesta a fost



primul rezultat privind controlul in timp optimal pe frontiera unui domeniu
de dimensiune doi.

Scopul acestui capitol este de a utiliza strategia din [15] pentru a arata
ca proprietati similare ale controlului in timp optimal pe frontiera a ecuatiei
caldurii au loc gi in bila de dimensiune doi © (a se vedea Teorema 2.1.1).
Principala diferenta in raport cu cazul domeniului rectangular tratat in [15]
consta In faptul ca avem de demonstrat o inegalitate de tip Remez pen-
tru o clasa mai generala de functii exponentiale ale caror exponenti includ
zerourile functiilor Bessel de speta intai. Acest lucru se face combinand
rezultatele lui Borwein gi Erdely din [2] cu estimari pentru controale in timp
mic obtinute in [20].

Capitolul 3 intitulat Controllability of the wave equation with
a potential este bazat pe lucrarea Controllability of the linear wave equa-
tion with a potential care este scrisd in colaborare cu S. Micu [19]. Acest
capitol studiaza cum depinde norma controlului ecuatiei undelor de norma
potentialului a prezent in ecuatie si de data initiala pe care vrem s-o con-
trolam. Mai precis, dand T' > 0 consideram ecuatia undelor unu dimen-
sionala cu potential

U (t, ) — Ugg (t, ) + a(z)u(t,z) =0  t >0, z € (0,1)

u(t,0) = t>0

u(t,1) = v(t) £>0 (11)
uw(0,z) = u’(z), u(0,2) = u'(z) x € (0,1),

unde potentialul a € L%°(0,1) este o functie cu valori reale astfel incat
a(x) > 0a.p.t. in (0,1) s ||al]|z~ > 1. Ecuatia (11) se zice nul-controlabild in
timpul T daci, pentru orice data initiald (u®,u') € H := L2(0,1)x H~1(0, 1),
exista o functie v € L?(0,T) astfel incat solutia corespunzitoare sistemului
(11) verifica

w(T,z) =w(T,z) =0 (x € (0,1)). (12)

Ecuatia (11) reprezinta o posibila perturbare a ecuatiei undelor liniara si
este frecvent intalnita atunci cand studiem stabilitatea solutiilor stationare
pentru mai multe sisteme de ecuatii cu derivate partiale (unde-Schrédinger,
Maxwell-Schrédinger, Maxwell-Dirac si multe altele). Cand a este o functie
constantd, (11) este cunoscuta ca ecuatia Klein Gordon si joaca un rol im-
portant in teoria campului cuantic. De asemenea, ea apare atunci cand
separarea variabilelor este considerata in ecuatia undelor liniara multidi-
mensionala. Problema de nul-controlabilitate pentru ecuatia undelor per-
turbata a fost studiata gi a primit un raspuns pozitiv chiar si in contexte



mai generale (a se vedea, de exemplu, [1, 4, 9, 21, 22]). De obicei, prob-
lema se reduce la o inegalitate de observabilitate pentru sistemul adjunct,
care este demonstrata prin utilizarea tehnicilor bazate pe analiza spectrala
nonarmonica, multiplicatori sau inegalitati de tip Carleman.

Asa cum am mentionat mai sus, suntem interesati sa studiem comporta-
mentul normei controlului cand ||a|| tinde la infinit. Este cunoscut faptul
ca (a se vedea, de exemplu [22]) exista doud constante pozitive C' si w astfel
incat norma L? a controlului v corespunzator sistemului (11) verifica

ol 2y < Cexp (w/Talle) 60wl (@ ul) €H).  (13)

In acest capitol vom arata ca putem gasi o constanta C' > 0 astfel Incat,
dand orice a € L*°(0,1) si T > 2, exista un spatiu infinit dimensional
H1 C H cu proprietatea ca

[0l 2007y < Cll(®,ul) |2 ((u°,u') € Hy), (14)

unde v este controlul de norma L? minim& corespunzitor datei initiale
(u®,ul) si

Hi = {Z an,®"

nez*

an = 0 pentru |n| < N = C||a|]ooln2(|]a\|oo)} ,  (15)

unde c este o constanta pozitiva absoluta si ®” sunt frunctiile proprii nor-
malizate ale operatorului diferential corespunzator sistemului (11).

Rezultatul principal (14)-(15) este descris de Teorema 3.4.1. El se demon-
streaza reducand problema de controlabilitate la o problema de momente
similara cu (1). Apoi, construim un gir biortogonal (6,,),cz+ cu proprietati
speciale care ne ajuta sa obtinem estimarea (14). De, fapt vom reusi sa
demonstram ca normele elementelor sirului biortogonal ||0,||z2 sunt uni-
form marginite in raport cu ||al|s atata timp cat |n| > c||alloo In?(||al|oo)-
Observam ca inegalitatea (14) arata ca data initiala avand doar moduri pro-
prii suficient de mari poate fi controlatda cu un cost independent de norma
L a potentialului a.

Capitolul 4 intitulat Approximation of the controls for the beam
equation este bazat pe lucrarea Approximation of the controls for the linear
beam equation care este scrisa n colaborare cu S. Micu si I. Roventa [16] si
se afla in evaluare la revista Mathematics of Control, Signals, and Systems.
In acest capitol consideram schema semi-discretd cu diferente finite pentru



aproximarea controalelor exacte pe frontiera pentru ecuatia barei 1-D ce
modeleaza vibratiile transversale ale unei bare fixata la capete:

u(t, ) + Uggr(t, ) =0 (t,z) € (0,T) x (0,1)

u(t,0) = u(t,1) = ug(t,0) =0 ¢t €(0,7)

Uz (t,1) = v(t) te (0,7) (16)
u(0,z) = u’(z) x € (0,1)

u'(0,2) = ul () x € (0,1)

Vom arata convergenta controlului discret daca data initiala continua
este suficient de regulata sau daca frecventele inalte ale discretizarii sale
sunt filtrate. In ambele cazuri, controalele discrete de norma L? minimi cu
ponderi sunt convergente la un control al problemei continue cand pasul de
discretizare tinde la zero.

Mai precis, consideram N € N*, un pas h = ﬁ si o discretizare echidis-
tanta a intervalului (0,1), 0 =20 <21 < ... <y < zn41 = 1, cuz; = jh
pentru orice j € [0, N + 1]. O semi-discretizare in spatiu cu diferente finite
a sistemului (16) este data de urmatorul sistem

(t) “J+2(t —duyya(t )+6“j4(t)*4“j71(t)+“j72(t) =0 1<j<N, te (0 T)
up(t) =0, un41(t) =0 te(0,T)
u-1(t) = —Ul( ), unta2(t) = hPun(t) —un(t)  t€(0,T)
uj(0) = wj(w),  wj(0) = uj(w) I<j<N
(17)

Vom spune ca sistemul (17) este nul controlabil in timp T > 0 daca
0 0
pentru orice data initiala ( gf{ ) = ( Z{ > € C?N gasim un control
h J /1<j<N
vy, € L2(0,T) astfel incat solutia corespunzitoare (u;, u})1<j<nN a sistemului
(17) verifica
ui(T) = u;(T) =0 (1<j<N). (18)

Este ugor de observat ca sistemul (17) este nul controlabil. O intrebare
mult mai dificila se refera la comportamentul controalelor discrete vy, cand
h tinde la zero. intr—adevér, conjectura naturald conform careia familia
(vp)r>0 converge, cand h tinde la zero, la un control v al ecuatiei continue
(16) s-a dovedit a fi falsa. Aceasta este o consecinta a lui [11, Theorem 2.1],
unde se arata ca inegalitatea de observabilitate corespunzatoare lui (17) nu
este uniforma in h. Mai exact, daca notam cu || - ||;,—1 versiunea discreta a
normei || - ||z in spatiul # = H{(0,1) x H~1(0,1), se poate demonstra ca,



pentru orice h > 0, exista o constanta C = C(T, h) astfel incat

. 2 T
Yiligeny o 0

0
. w; . ws . . .
pentru orice < ] > e CN s1 < J > solutie a ecuatiei ad-
Wy 1<j<N

“”;L(t) i dt, (19)

1<j<N Wy
juncte
wl(t) + wya(t) = 46wy (O —bwym Wtwia® _ g 1 < j< N, te (0,T)
wo t) =0, wN+1(t) =0 te (O,T)
w_1(t) = —wi(t), wn42(t) =—wn(t) te(0,T)
w;i(T) = w?(x), wi(T) = wjl(x) 1<j <N,
(20)
dar )
)
im sup - bl = o (21)
h—0 (w, w’) solutia lui (20) /T WN (t) 2 i .
0 h

Relatia (21) aratd ca C(T,h) din (19) explodeaza cand h tinde la zero si
aceasta Inseamnd ca (20) nu este uniform observabil (in raport cu h). In

mod echivalent, vom spune ca sistemul (17) nu este uniform controlabil.
0

Aceasta implica faptul ci exista cel putin o data initiala ( Zl > € H astfel

incat orice sir de controale discrete (vp)p>o ale sistemului (17) diverg in
L?(0,T) cand h tinde la zero.

In scopul de a obtine inegalitatea uniforma de observabilitate pentru
sistemul discret au fost propuse si analizate in [11] doua posibilitati. Primul
procedeu considera doar controlul proiectiilor solutiilor sistemului (20) pe un
spatiu in care frecventele inalte au fost filtrate. In acest caz, inegalitatea de
observabilitate corespunzatoare devine uniforma si, in consecinta, proiectia
solutiei sistemului (17) pe acest spatiu filtrat este controlata la zero uniform.
In cel de-al doilea procedeu analizat in [11], cantitatea din partea dreapta
din (19) a fost consolidata prin introducerea unui termen suplimentar. Se
obtine astfel ca un control pe frontiera aditional, care tinde la zero in norma
H=Y0,T) cand h se duce la zero, face sistemul uniform controlabil.

Capitolul nostru studiaza cum rezultatul de controlabilitate uniforma
0

depinde de regularitatea si discretizarea datei initiale ( Zl ) In primul

8



rand, aratam ca, daca data initiala este suficient de regulatd (de exemplu,
dacd este in spatiul H3(0,1) N H(0,1) x H}(0,1)), atunci discretizarea prin
puncte asigura existenta unei familii convergente de controale aproximante
(vR)h>0 (vezi Teorema 4.4.5).

Al doilea rezultat principal demonstrat in aceast capitol considera cazul
datelor initiale in spatiul H si arata ca, daca frecventele inalte ale dis-
cretizarii acestora sunt filtrate, atunci convergenta familiei de controale
aproximante poate fi asigurata (vezi Theorema 4.4.2). Subliniem faptul
ca noi am ales un mod adecvat de filtrare doar a datei initiale pentru a
obtine rezultatul de uniform controlabilitate pentru intreaga solutie si nu
doar pentru proiectia sa ca in [11]. Problema convergentei controalelor de
norma L? minima, aga numitele controale HUM, este studiata in Teoremele
4.5.1 si 4.5.2, cu fiecare dintre cele doua procedee mentionate anterior.

Aceste rezultate sunt demonstrate prin reducerea problemei noastre la
o problema de momente careia 1i construim o solutie aproximanta cu pro-
prietatile dorite. Aceasta constructie foloseste o idee din [8]. In acest caz
problema de momente are valorile proprii date explicit de familia (i\,)1<nj<n,
unde

4 h
Ap, = sgn(n)ﬁ sin? <n72r> (1 <|n| < N), (22)
si coeficientii @, = %aﬁh, unde (anp)1<nj<n sunt coeficientii Fourier
2
0
ai datei initiale discrete ( U}i ) Profitand de valorile explicite ale girului
h

. . . eye ‘)\nt
(An)1<|n|< N> construim un gir biortogonal (6m)1<|m|<n la familia (eZ )ISIHISN
si evaluam norma elementelor sale. Apoi, ca in (2), obtinem o solutie a prob-

lemei noastre discrete cu proprietatile de méarginire necesare.

Capitolul 5 intitulat Approximation of the controls for the wave
equation with a potential este bazat pe lucrarea Approximation of the
controls for the linear wave equation with a potential care este scrisa in co-
laborare cu S. Micu si I. Roventa [17]. In acest capitol analizim convergenta
controalelor pe frontiera a ecuatiei undelor semi-discreta la un control al
ecuatiei undelor continua cu potential

u(t, ) — Uge (t, ) + a(z)u(t,z) =0  t >0, z € (0,1)

u(t,0) = 0 t>0
u(t, 1) = v(t) t>0 (23)
w(0,7) = u'(z), u(0,2) = ul(x) x € (0,1),

unde a : [0,1] = Ry si a € L™(0,1).



Pentru orice N € N*, consideram punctele echidistante, x; = jh, 0 < j <

N+1,unde h = ﬁ reprezinta pasul de discretizare si fie a; = a(x;). Semi-
discretizarea in spatiu cu diferente finite a lui (23) este datd de urmatorul
sistem

() — 2G04 =0 1<G< N, t>0

up(t) =0 te(0,7) (24)

un+1(t) = vn(t) t€(0,7)

u;(0) = u?(x), uj(0) = u;(x) 1<j<N.

Este usor de observat ca (23) este nul controlabil in timpul T > 0 adica,

: e (U u) o
pentru orice data initiala < U’} > = ( 1 € C*V, gasim un control
h Ui Ji<i<n

vy, € L%(0,T) astfel incat solutia corespunzitoare < uf ) a sistemului
i /1<j<N
(23) verifica
w(T)=uy(T)=0 (1<j<N). (25)
Este cunoscut faptul ca sirul (vj,)p>0 poate s nu fie marginit in L2(0, 7).
Daca notam cu || - ||o,—1 versiunea discreta a normei || - || in spatiul H =
L?(0,1)x H=1(0, 1), se poate arita c&, pentru orice h > 0, exist# o constants

C = C(T,h) astfel incat

o (0)
w’;
J /1<j<N
. w?
pentru orice 1
J

wl/(t) — L0203 all) 4y (1) =0 1<j< N, te(0,T)
wo(t) =0, wN+1(t) =0 te (O,T)

w;i(T) = w?(x), wi(T) = wjl(x) 1<j<N.

2
h()’ dt, (26)

2
T

wp(t

gc/ a
0,—1 0

L wj . C
e C?Nsi ( w? > solutia ecuatiei adjuncte
J /1<j<N

1<j<N

(27)
Inegalitatea (26) asigura proprietatea de nul-controlabilitate a sistemului
(24). Cu toate acestea, se poate arata ca (a se vedea, de exemplu, [7]) exista

a € L*>(0,1) astfel incat
wj
(%) o

. 0,—-1
lim sup — = 00. (28)
h—0 (w, w’) solutia lui (27) /T wN (t) 2
0

2

dt
h

10



Observam ca (26) este o versiune discreta a inegalitatii de observabilitate
pentru ecuatia continua (24) iar (28) ne arata explozia constantei de observ-
abilitate discreta C(T, h) cand h tinde la zero. In acestil situatie vom spune
ca sistemul (27) nu este uniform (in raport cu h) observabil sau sistemul

(24) nu este uniform controlabil. Este cunoscut faptul ca acest lucru este
0

. ¢ e . e [ U e
echivalent cu faptul ca exista cel putin o data initiala < ol > € H careia 1i

corespunde un sir de controale (vp,)p~o nemarginit.

Cazul a = 0 a fost studiat in mai multe lucrari gi au fost propuse mai
multe metode de remediere a acestui defect. De exemplu, [7] considera solutii
filtrate, [3] analizeaza elementele finite mixte, [13] introduce o vascozitate
numerics si [6] utilizeazi metoda bi-grid. In [14] este aritat ci, filtrand data
initiala discreta pe care vrem s-o controlam, proprietatea de uniform contro-
labilitate poate fi asigurata. In acest capitol noi studiem aceleasi proprietati
pentru sistemul (24). Principala dificultate a problemei vine din necesitatea
de a avea o analiza spectrala detaliata a operatorului discret corespunzator
sistemului (27) si din lipsa unor expresii explicite pentru valorile si functiile
proprii. .

Scopul este de a arata ca, daca frecventele inalte ale discretizarii < ujl >

i J1<i<n
sunt filtrate, atunci convergenta familiei de controale aproximante (vy)ps0
poate fi asigurata (vezi Teorema 5.6.2). Mai mult, ardtam ca exista un spatiu
de date initiale regulate care sunt uniform controlabile (vezi Teorema 5.6.3),
daca data initiala discreta este data de discretizarea clasica prin puncte.

Tehnica utilizata in aceasta lucrare reduce problema de controlabilitate
la o problema de momente care este rezolvata cu ajutorul constructiei unui
sir biortogonal (em)lg\m\SN la familia de functii exponentiale (ei)‘h"t) 1<|n| <N
unde (i)"m)lélnlé n sunt valorile proprii ale operatorului diferen‘gial_ core-
spunzator sistemului (24). Cum am mentionat anterior, in acest caz valorile
proprii A, nu sunt explicite, dar reusim sa aratam ca verifica

2 . nmh o
Ahn:ESIHT+€n Cuog&ngm (1§|n|§N) (29)
h 2
Sirul (@n); <), <y in problema de momente (2) este dat de a, = — \/lelh" 0
hN

N L . . Uy
unde (agn)lﬁlnlg  sunt coeficientii Fourier ai datei initiale discrete < U}i
h
In|

si ¢, este vector propriu corespunzator valorii proprii iAy,. Pentru a obtine
relatia asimptotica (29) pentru valorile proprii Ap, folosim un argument

11



bazat pe metoda tirului si Teorema lui Rouché. Faptul ca nu avem o familie
explicita de valori proprii va fi un aspect important si in constructia sirului
biortogonal care este diferita de cea din [13].
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